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Up=4
EXERCICE 1. On considére la suite u définie sur N par 1+u,
Unp+1 =
2

1+x
Si f est la fonction définie sur I'intervalle [-1;+oo[ par f(x) = 4/ — alors on a, pour tout entier n € N,

Un+1 = f(uy). On donne ci-dessous une partie de la courbe représentative ¢ de la fonction f, ainsi que la
droite A d’équation y = x.

A

-1 0 1 2 3 4
® (a) Surl'axe des abscisses, placer 1 puis construire u;, u, et u3 en laissant apparents les traits de
construction.
(b) Quelles conjectures peut-on émettre sur le sens de variation et sur la convergence de la suite
(1n)?
® Montrer par récurrence que pour tout neNona:0< 1 < u, <4
® En déduire que la suite (1) converge vers un réel 2.

1+u, Up

, 1+
= (Up+1)° =

® En constatant que Upt) = car u,41 = 0 et en utilisant les régles d’opé-

rations sur les limites, déterminer ¢.

EXERCICE 2. Ftude d’une fonction irrationnelle
Soit f la fonction définie par f(x) = (x+1)V'1 - x2, dont € rest la courbe représentative.

® Donner I'ensemble de définition de la fonction f.

® Tracer ¢ ¢ sur la calculatrice. Au vu du graphique, que peut-on conjecturer sur la dérivabilité de f aux
bornes de I'ensemble de définition?

® Justifier que f est dérivable sur I'intervalle ] -1; 1].
® Montrer que f est dérivable en —1 et donner la valeur de f'(-1). Interpréter graphiquement le résultat.

® Montrer que f n’est pas dérivable en 1 et interpréter graphiquement le résultat.

—2x%2—x+1
® Montrer que pour toutxe]—l;l[,f'(x) =
V1-x2

@ En déduire le tableau de variation de f, en calculant la valeur exacte du maximum.
Donner une équation de la tangente (T) a ‘6 au point d’abscisse 0.

® Etudier la position relative de (T) et de 6.



CORRIGE1 @© (a)

-1 1 2 3 4

(b) On peut conjecturer que la suite (u,,) est strictement décroissante et convergente vers 1.

® Montrons par récurrence que la propriété P(n) :«0 < 1 < U,, < 4» est vraie pour tout 7 € N.

et 5
e Initialisation: ug=4etu; =1/ —.
On abien 0 < u; < ug <4, donc P(0) est vraie.

o Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) vraie, c’est-a-dire: 0 < u,1 < u, <4

. 1+x | ) .. .
Lafonction f: x — f(x) = 5 étant croissante sur [0;4] (par composition des deux fonctions

croissantes que sont la fonction affine x — suivie de la fonction racine carrée), on a :

f0) < f(up+1) < f(uy) < f(4) etdonc:
1 1
0< \/gsf(unﬂ) < fluy) < \/;54
¢ Conclusion : la propriété P(n) est vraie pour n = 0 et est héréditaire, donc est vraie pour tout

neN

® Lasuite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc converge vers un réel £ = 0.

1+un_€

® lim up+ = lim uy,=¢doncdune part lim
n—+oo n—+oo n—+oo

) . 1+uy 1+/¢
et d’autre part lim =/ —
n—+oo 2 2

On résout donc sur [0; +oo[ 'équation :
1+¢
0=+ —=
2

5 1+/ Lo Lo
S :TcarZEOSans quoi il n’y a pas équivalence

< 2¢?>-¢—1=0Le membre de gauche est un trinéme possédant une racine évidente : 1, donc il
est factorisable par £ —1:

— (-1)2¢+1) =0

1

<=>€=10u€=—§

<~ ¥¢=1carf¢ =0

CORRIGE 2 Soit f la fonction définie par f(x) = (x+ 1)V 1—x2, dont € ' est la courbe représentative.



® Donner I'ensemble de définition de la fonction f.
Dp=1xeR,1-x*=0}=[-1;1]
® Tracer € ¢ sur la calculatrice. Au vu du graphique, que peut-on conjecturer sur la dérivabilité de f aux
bornes de I'ensemble de définition?
f semble dérivable en -1, mais pas en 1 (tangente verticale).
® Justifier que f est dérivable sur l'intervalle ]-1; 1[.
Soit u: x — 1 — x? est dérivable sur | — 1;1[ et prend ses valeurs dans ]0; +ool.
Soit v : x — y/x est dérivable sur ]0; +ool.
Par composition de u suivie de v, x— V1 — x? est donc dérivable sur | — 1;1].

Par produit de deux fonctions dérivables, la fonction f est donc dérivable sur ] —1;1].

® Montrer que f est dérivable en —1 et donnerlavaleur de f'(—1). Interpréter graphiquement le résultat.

~f(-1 ~f(-1
f dérivableen -1 & lim Je- ey existe & lim Je -l existe.
;}cczél x—(-1) x—-1* x+1

f

-1+h) - f(-1
En posant i = x + 1 (soit x = —1+ h), ona:fdérivableen—lc»hlinol+ felt i)z /D

fE1+R) - f(-1)  h/1—(h—1)?
n

existe.

=vh@2-h)

Pour tout & > 0, posons g(h) = - =

lim h(2-h)=0%er lim Vh=0"

h—0* h—0*

Par composition, hlir& g(h) = 0, montrant ainsi que f est dérivable en —1 et f'(—1) =0.
La courbe admet donc une tangente horizontale au point (1;0).

® Montrer que f n’est pas dérivable en 1 et interpréter graphiquement le résultat.

fA+h-fQ)
h

f dérivableen 1 & lim existe.

h—0~

Pour tout & < 0, posons g(h) =

f(1+h)—f(1) _ 2+h\V1-1+h)? _ C+h)vV-h2+h)
h B h B h '
Pour tout h<0,onah=—-Vh2=—V(=h) x (=h) = —vV—h x V(=h)
@+h)vV-h2+h) B +hvV2+h
N
hlirgf(2+h)\/2+h=2\/§ethlir517—\/—h=0‘.

Par quotient, f}im g(h) = —oo, donc f n'est pas dérivable en 1, mais on a néanmoins I'existence d'une
—0-

Pourtout h <0, g(h) =

tangente verticale en (1;0).

—2x% - x+1
® Montrer que pour toutxe]—l;l[,f’(x) = -
1-x
Pourtout xe€]—1;1[,ona:
-2x 1-x2—x(x+1) -2x*>—x+1
i) =1xV1-x2+(x+1) = =
2vV1-x2 V1-—x2 V1-—x2

® En déduire le tableau de variation de f, en calculant la valeur exacte du maximum.
—1 est racine évidente du trindbme au numérateur, qui se factorise donc en:
—2x?—x+1=-2(x+1(x-3).

Il est toujours négatif sauf entre —1 et 0,5 donc :



x -1 3 1
—2x?-x+1 + 0 -
1-x2 0 + + 0
f'(x) 0 + 0 -
3v3
4
var. de f / \
0 0

Donner une équation de la tangente (T) a € au point d’abscisse 0.
[ est dérivable en 0 donc la courbe admet une tangente non paralléle a 'axe des ordonnées d’équa-
tion :
y=f'(0)(x-0)+ f(0) soit y=x+1
® Etudier la position relative de (T) et de <€f.
Soit d la fonction définie sur [-1;1] par d(x) = f(x) — (x+1)

WV1-x2-1)(V1-x2+1) —x?
_ _2_1) = _
d(x)—(x+1)(\/1 X 1)—(x+1)( Neur —(x+1)\/w+1

La tangente intersecte donc la courbe aux points d’abscisse —1 et 0 et est partout ailleurs au dessus
de la courbe, du fait que pour tout x €] — 1;0[uU]0; 1], d(x) < 0.



